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COHOMOLOGIE DE DOLBEAULT FEUILLETE´E
DU FEUILLETAGE COMPLEXE AFFINE DE REEB
par
Rochdi Ben Charrada & Aziz El Kacimi Alaoui
(Septembre 2019)
Re´sume´. Soit F le feuilletage complexe affine de Reeb de dimension 1 sur la varie´te´ de Hopf
Sn+1 × S1. On montre que sa cohomologie de Dolbeault feuillete´e en degre´ 1 est isomorphe a`
C en en exhibant explicitement un ge´ne´rateur. On voit apparaˆıtre ainsi toutes les obstructions a`
re´soudre le ∂F le long des feuilles sur (S
n+1 × S1,F).
1. Premie`res de´finitions
Soit M une varie´te´ diffe´rentiable (de classe C∞) de dimension m+n. On suppose, pour simplifier,
qu’elle est connexe et qu’elle posse`de toutes les bonnes proprie´te´s dont on aurait e´ventuellement
besoin (paracompacite´...).
1.1. De´finion. Un feuilletage F de codimension n sur M est donne´ par un recouvrement ouvert
U = {Ui}i∈I et, pour tout i, d’un diffe´omorphisme Rm × Rn ϕi−→ Ui tel que, sur toute intersection
non vide Ui ∩ Uj, le diffe´omorphisme de changement de coordonne´es :
ϕ−1j ◦ ϕi : (z, t) ∈ ϕ−1i (Ui ∩ Uj) −→ (z′, t′) ∈ ϕ−1j (Ui ∩ Uj)
soit de la forme z′ = ϕij(z, t) et t
′ = γij(t).
La varie´te´M est ainsi de´compose´e en sous-varie´te´s connexes de dimension m. Chacune d’elles
est appele´e feuille de F . On note τ le fibre´ tangent a` F ; il est constitue´ de tous les vecteurs tangents
aux feuilles. Les sections de τ forment un module X(F) sur l’anneau C∞(M) des fonctions sur M .
Si X et Y sont deux e´le´ments de X(F), par le the´ore`me de Frobenius [Ca], le crochet [X,Y ] est
encore un e´le´ment de X(F).
Le quotient νF = TM/τ est le fibre´ normal a` F ; on peut le re´aliser dans TM par le choix
d’un supple´mentaire ν de τ . On a ainsi une de´composition en somme directe TM = τ ⊕ν. Celle-ci
donne une de´composition du complexifie´ du fibre´ ΛℓT ∗M ⊗ C des ℓ-formes exte´rieures :
(1) ΛℓT ∗M ⊗ C =
⊕
s+r=ℓ
Λsr
ou` Λsr est le fibre´ dont les sections globales sont les ℓ-formes complexes α de type (s, r) i.e. celles
qui s’e´crivent localement :
(2) α =
∑
1≤i1<···<is≤m
1≤j1<···<jr≤
fi1,···,is,j1,···,jr(z, t)dti1 ∧ · · · ∧ dtis ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjr
ou` les fi1,···,is,j1,···,jr sont des fonctions continues et C
∞ en z = (z1, · · · , zm). L’ensemble Asr(M) de
ces formes diffe´rentielles est un module sur l’anneau A(M) = C0,∞(M,C) des fonctions complexes
sur M (C0 en (z, t) mais C∞ en z).
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Dans toute la suite, on se restreindra au cas s = 0. On note alors ArF (M) l’espace A
0r(M)
et on conside`re l’ope´rateur dF qui a` la forme α ∈ ArF (M) associe la forme dFα ∈ Ar+1F (M) dont
l’e´valuation dFα(X1, · · · ,Xr+1) sur les r + 1 champs de vecteurs X1, · · · ,Xr+1 tangents a` F est
donne´e par :
(3)
r+1∑
i=1
(−1)iXi · α(X1, · · · , X̂i, · · · ,Xr+1) +
∑
i<j
(−1)i+jα([Xi,Xj ], · · · , X̂i, · · · X̂j , · · ·Xr+1).
Cet ope´rateur est de carre´ nul et donne alors un complexe diffe´rentiel :
(4) 0 −→ A0F (M) dF−→ A1F (M) dF−→ · · · dF−→ Am−1F (M)
dF−→ AmF (M) −→ 0
appele´ complexe de de Rham feuillete´ de F . Son homologie en degre´ r sera note´e HrF (M) et
appele´e cohomologie feuillete´e de F . Elle co¨ıncide avec la cohomologie de de Rham de M lorsque
la dimension des feuilles est celle de la varie´te´, c’est-a`-dire lorsque il n’y a qu’une seule feuille, la
varie´te´ M elle-meˆme.
On se donne maintenant une varie´te´ M comme avant, qu’on suppose de dimension 2m+ n et
munie d’un feuilletage F de codimension n (et donc de dimension 2m).
1.2. De´finition. On dira que F est complexe s’il existe un recouvrement ouvert {Ui} de M et
des diffe´omorphismes φi : Ωi ×Oi −→ Ui, ou` Ωi est un ouvert de Cm et Oi un ouvert de Rn tels
que les changements de coordonne´es :
φij = φ
−1
j ◦ φi : φ−1i (Ui ∩ Uj) −→ φ−1j (Ui ∩ Uj)
soient de la forme (z′, t′) =
(
φ1ij(z, t), φ
2
ij(t)
)
avec φ1ij(z, t) holomorphe en z pour t fixe´.
Chaque feuille de F est une varie´te´ analytique complexe de dimension m. La notion de
feuilletage complexe ge´ne´ralise celle de feuilletage holomorphe sur une varie´te´ analytique complexe.
La donne´e d’un feuilletage complexe F sur une varie´te´M sera repre´sente´e par le couple (M,F).
Soient (M,F) et (M ′,F ′) deux feuilletages complexes. On appelle morphisme de (M,F) vers
(M ′,F ′) toute application f : M −→ M ′, de classe C∞ et telle que l’image de toute feuille F de
F est contenue dans une feuille F ′ de F ′ et l’application f : F −→ F ′ est holomorphe.
Un morphisme f : (M,F) −→ (M ′,F ′) est un isomorphisme de feuilletages complexes si c’est
un diffe´omorphisme qui est un biholomorphisme sur les feuilles. On dira que deux feuilletages
complexes F et F ′ sur M sont conjugue´s (ou dans la meˆme classe de conjugaison) s’il existe un
isomorphisme f : (M,F) −→ (M,F ′).
L’ensemble des automorphismes de F est un groupe qu’on notera G(F). On peut remarquer
qu’une feuille de F qui n’est biholomorphiquement e´quivalente a` aucune autre feuille de F est fixe´e
par tout le groupe G(F).
1.3. Exemples
i) Toute varie´te´ analytique complexe de dimension m est un feuilletage complexe de dimension
m. Le groupe des automorphismes de ce feuilletage est re´duit a` celui des automorphismes de
la varie´te´ complexe.
ii) Tout feuilletage holomorphe au sens usuel sur une varie´te´ complexe est un feuilletage complexe
sur la varie´te´ re´elle sous-jacente.
iii) Soit M un ouvert de Cm × Rn. Pour tout t ∈ Rn, on note M t l’ensemble :
{z ∈ Cm : (z, t) ∈M}.
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M t est un ouvert de Cm appele´ section de M suivant t. Les sections sont les feuilles d’un
feuilletage complexe F de dimension m qu’on appellera feuilletage complexe canonique de M .
iv) Soit F une varie´te´ analytique complexe de dimension m. Toute fibration localement triviale
F →֒ M −→ B dont le cocycle est a` valeurs dans le groupe Aut(F ) des biholomorphismes
de la fibre F est un feuilletage complexe F de dimension m. Si la fibration est triviale i.e.
M = F ×B, on dira que F est un feuilletage produit : toutes les feuilles F × {t} ont la meˆme
structure complexe.
v) Supposons que F est un feuilletage complexe sur M = F ×B dont les feuilles sont les facteurs
F × {t} mais que la structure complexe n’est pas force´ment la meˆme sur toutes les feuilles ;
on dira alors que F est un produit diffe´rentiable.
vi) Soit F un feuilletage orientable par surfaces sur une varie´te´ M . On conside`re une me´trique
riemannienne g sur le fibre´ TF . A tout vecteur u ∈ TyF on associe l’unique vecteur v ∈ TyF
de meˆme longueur que u et tel que le repe`re (u, v) soit direct. En posant Ju = v on de´finit
ainsi une structure presque complexe sur chaque feuille. La version a` parame`tre du the´ore`me
d’inte´grabilite´ montre que cette structure est en fait une structure complexe transversalement
(localement) diffe´rentiable sur F . Ainsi tout feuilletage orientable par surfaces est un feuil-
letage complexe de dimension 1.
2. La ∂F-cohomologie
2.1. Soit (M,F) un feuilletage complexe de dimension m. On s’inte´resse aux formes feuillete´es
qui, dans un syste`me de coordonne´es locales (z, t) = (z1, . . . , zm, t1, . . . , tn), s’e´crivent :
α =
∑
fj1...jpk1...kq (z, t)dzj1 ∧ . . . ∧ dzjp ∧ dzk1 ∧ . . . ∧ dzkq
ou` fj1...jpk1...kq est une fonction continue en (z, t) mais C
∞ en z. On les appelle formes feuillete´es
de type (p, q). Elles forment un espace vectoriel qu’on notera ApqF (M) et qui est aussi un module sur
A(M) (anneau des fonctions continues et C∞ en z). Ainsi, toute forme α ∈ ArF (M) se de´compose
en une somme α =
∑
p+q=r
αpq ou` αpq est une forme feuillete´e de type (p, q). Ce qui donne la
de´composition en somme directe :
(5) ArF (M) =
⊕
p+q=r
ApqF (M).
On fixe l’entier p ∈ {0, 1, · · · ,m}. Alors l’ope´rateur de Cauchy-Riemann le long des feuilles ∂F :
Apq(F) −→ Ap,q+1(F) s’e´crit localement :
∂F (α(z, t)dzj1 ∧ · · · ∧ dzjp ∧ dzk1 ∧ . . . ∧ dzkq ) =
m∑
s=1
∂α
∂zs
(z, t)dzs ∧ dzj1 ∧ . . . ∧ dzjp ∧ dzk1 ∧ . . . ∧ dzkq
ou` ∂
∂zs
= 12
{
∂
∂xs
+ i ∂
∂ys
}
avec zs = xs + iys. On peut ve´rifier facilement que cet ope´rateur est de
carre´ nul et qu’on a un complexe diffe´rentiel :
0 −→ Ap0F (M)
∂F−→ Ap1F (M)
∂F−→ · · · ∂F−→ Ap,m−1F (M)
∂F−→ ApmF (M) −→ 0
appelle´ complexe du ∂F ou complexe de Dolbeault feuillete´ de (M,F) ; son homologie, note´e
HpqF (M), sera appele´e la ∂F -cohomologie ou cohomologie de Dolbeault feuillete´e de F . Lorsque
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M est une varie´te´ complexe munie du feuilletage dont la seule feuille est elle-meˆme, alors HpqF (M)
n’est rien d’autre que sa cohomologie de Dolbeault usuelle.
2.2. Une p-forme feuillete´e ω est dite F -holomorphe si elle est de type (p, 0) et ve´rifie ∂Fω = 0.
Le faisceau des germes de telles formes sera note´ OpF ; il admet une re´solution fine :
0 −→ OpF →֒ Ap0F
∂F−→ Ap1F
∂F−→ · · · ∂F−→ Ap,m−1F
∂F−→ ApmF −→ 0
ou` ApqF est le faisceau des germes des formes feuillete´es de type (p, q). Comme ApqF (M) est l’espace
des sections globales du faisceau ApqF , on a un isomorphisme canonique :
(6) HpqF (M) ≃ HqF (M,OpF).
Les deux de´finitions permettent de faire des calculs suivant la nature des exemples et la manie`re
dont ils sont de´crits. Nous verrons dans la suite comment cela se passe. L’espace HpF (M) des
p-formes F -holomorphes (sections globales du faisceau OpF ) sur M est Hp0F (M).
Divers calculs de la cohomologie feuillete´e de Dolbeault, et quelques-unes de leurs applications,
sont donne´s dans [BC], [Ek1], [Ek2], [ES], [GT], [Sℓ].
3. Fonctions F-holomorphes en dimension 1
Dans toute cette section, M sera une varie´te´ re´elle de dimension 2 + n munie d’un feuilletage
complexeF de dimension 1. L’espaceA00(F) n’est rien d’autre que l’anneau C0,∞(M) des fonctions
complexes sur M continues et C∞ le long des feuilles qu’on a de´ja` note´ A(M).
3.1. La topologie C0,∞ sur A0qF (M)
Soient V un ouvert de C et O un ouvert de Rn ; les coordonne´es sur V × O seront note´es
(z, t) = (z, t1, · · · , tn). Pour tout multi-indice k = (k1, k2) (k1 et k2 sont des entiers naturels), on
posera |k| = k1 + k2 et :
Dk =
∂|k|
∂zk1∂zk2
.
Pour tout s ∈ N, tout compact K de Ω×O et toute fonction f : Ω× O −→ C on pose :
Ns,K(f) = max
|k|≤s
{
sup
K
∣∣Dk(f)∣∣} .
Soit U un ouvert de la varie´te´ M distingue´ pour F et e´quivalent a` V × O via un isomorphisme
ϕ : V × O −→ U . Pour tout compact K contenu dans U et toute fonction f ∈ C0,∞(U) on pose
Ns,K(f) = Ns,K(f ◦ ϕ).
Soient U = {(U,ϕ)} un atlas de´nombrable de´finissant F et C = {Cn} une suite de compacts,
chacun contenu dans une carte de U , recouvrantM et telle que tout compactK ⊂M soit recouvert
par un nombre fini d’e´le´ments de C. Conside´rons une suite croissante de compacts Kn dont la
re´union est e´gale a`M . Pour tout n ∈ N∗, l’ensemble Cn des compacts de la famille C qui intersectent
Kn est fini. Pour tout s ∈ N et toute fonction f ∈ A(M), posons :
||f ||ns =
∑
C∈Cn
Ns,C(f).
La famille des semi-normes || ||ns (indexe´e par s ∈ N et n ∈ N∗) est filtrante et se´parante ; elle
permet de de´finir une distance sur A(M) invariante par translations
δ(f, g) =
∑
s,n
1
2s+n
inf (1, ||f − g||ns ) .
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Cette distance de´finit une topologie faisant de C0,∞(M) un espace de Fre´chet. Elle ne de´pend ni
de l’atlas {(U,ϕ)} ni de la famille C ni de la suite croissante de compacts Kn. C’est la topologie
C0,∞ sur A(M) = C0,∞(M).
Pour cette topologie, le sous-espace HF (M) des fonctions F -holomorphes est ferme´. Notons
que, pour de´finir la topologie induite sur HF (M), on peut faire l’e´conomie des de´rive´es le long des
feuilles : il suffit de conside´rer l’ope´rateur diffe´rentiel D0.
La topologie C0,∞ se de´finit de manie`re analogue sur les espaces Apq(F), vu que tout e´le´ment
α ∈ Ωpq(F) s’e´crit, sur une carte locale (U,ϕ), sous la forme α = fdz, α = fdz ou α = fdz ∧ dz
avec f ∈ A(U).
3.2. Ze´ros et poˆles
On travaillera sur un ouvert U de C× R muni de son feuilletage complexe canonique F . (Le
facteur R pourrait eˆtre remplace´ par n’importe quelle varie´te´ diffe´rentiable et notamment par Rn.)
Soient f : U −→ C une fonction F -holomorphe et Z l’ensemble de ses ze´ros. La restriction de
f a` chaque feuille F est une fonction holomorphe ; par suite, si f : F −→ C n’est pas identiquement
nulle, par le principe des ze´ros isole´s, Z ∩ F est une partie discre`te de F . Donc en un point de
Z ∩ F ou` f n’est pas idendiquement nulle, Z ∩ F est “transverse” a` F .
Une fonction f : U −→ C est dite F -me´romorphe, si sa restriction a` chaque feuille est une fonc-
tion me´romorphe. Notons P l’ensemble des poˆles de f ; alors, comme pour les ze´ros, l’intersection
de P avec toute feuille F est un ensemble discret de F .
Une fonction F -holomorphe f : U −→ C (resp. F -me´romorphe) e´tant simplement continue
sur U (resp. sur U \P), on ne peut malheureusement pas dire plus ni sur l’ensemble de ses ze´ros ni
celui de ses poˆles. Nous ferons simplement des remarques lorsque Z et P posse`dent une structure
de varie´te´ C∞ ; de telles fonctions existent bien suˆr : si ϕ :] − η, η[−→ U ⊂ C est une courbe
diffe´rentiable, alors les fonctions f(z, t) = z − ϕ(t) et g(t) = 1
f(z,t)
sont F -holomorphes et ont
{(z, t) ∈ C× R : z = ϕ(t) avec t ∈]− η, η[} respectivement comme ensemble de ze´ros et ensemble
de poˆles. Ceci permet de de´finir localement des fonctions du meˆme type sur des feuilletages
holomorphes (M,F).
Soit maintenant Σ une petite sous-varie´te´ transverse a` F ; elle peut eˆtre conside´re´e comme le
graphe d’une application z0 : t ∈] − η, η[7−→ z0(t) ∈ C de classe C∞. Soit V un voisinage ouvert
relativement compact de Σ dont chaque section V t est un disque centre´ en z0(t). Alors, sur V \Σ,
la fonction f admet un de´veloppement de Laurent :
f(z, t) =
∞∑
n=0
an(t)(z − z0(t))n +
∞∑
m=1
bm(t)
(z − z0(t))m
ou` les coefficients an et bm sont donne´s, comme dans le cas classique, par les formules inte´grales :
(7) an(t) =
1
2iπ
∫
γt
1
f(ξ, t)
(ξ − z0(t))n+1 dξ et bm(t) =
1
2iπ
∫
γt
2
(ξ − z0(t))n−1f(ξ, t)dξ.
γt1 et γ
t
2 sont respectivement le grand cercle et le petit cercle d’une couronne contenant le point
(z, t) dans la section V t de V . Le point (z0, t0) ∈ Σ est une singularite´ si l’un au moins des bm(t0)
est non nul ; s’il existe m0 ≥ 1 tel que bm0(t0) 6= 0 et bm(t0) = 0 pour m > m0, on dira que
(z0, t0) ∈ Σ est un poˆle de f d’ordre m0 ; s’il existe une infinite´ de bm(t0) non nuls, on dira que
(z0, t0) ∈ Σ est une singularite´ essentielle ; si a0(t0) et tous les bm(t0) sont nuls, on dira que (z0, t0)
est un ze´ro de f ; sa multiplicite´ est par de´finition le plus petit entier n ≥ 1 tel que an(t0) 6= 0.
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Comme les an et les bm sont des fonctions continues en t, si (z0, t0) ∈ Σ est un point singulier de f
(i.e. un poˆle ou une singularite´ essentielle) par continuite´, il existe δ > 0 tel que pour |t− t0| < δ,
le point (z0(t), t) est aussi singulier. L’ensemble singulier de f est donc une transversale a` F qui
est ouverte.
Ces remarques nous permettent de montrer facilement la proposition suivante dont on fera
usage dans le calcul explicite de l’exemple 2.
3.3. Proposition. Soit f : M −→ C une fonction continue et F-holomorphe en dehors d’une
re´union discre`te de sous-varie´te´s transverses Σj. Alors :
i) chaque Σj est ouverte ;
ii) si chacune des Σj est re´duite a` un point, f se prolonge en une fonction F-holomorphe sur
toute la varie´te´ M . (C’est un phe´nome´nome type Hartogs.)
4. Le feuilletage complexe affine de Reeb
4.1. Construction
• On pose M˜ = C×Rn\{(0, 0)} et on conside`re le feuilletage F˜ de´fini par le syste`me diffe´rentiel
dt1 = . . . = dtn = 0 ou` (z, t1, . . . , tn) sont les coordonne´es d’un point (z, t) dans M˜ . Les feuilles
de F˜ sont holomorphiquement e´quivalentes a` C sauf celle qui correspond a` t = 0 qui est C∗. Soit
φ : M˜ −→ M˜ le diffe´omorphisme de M de´fini par φ(z, t) = (λz, λt) ou` λ ∈]0, 1[. L’action de
Z engendre´e par φ est libre, propre et discontinue ; le quotient M = M˜/φ est diffe´omorphe a`
la varie´te´ de Hopf re´elle S1 × Sn+1. Le feuilletage F˜ est invariant par φ et induit un feuilletage
complexe Fλ de dimension 1 sur M . Les feuilles sont des copies de C sauf celle qui correspond
a` t = 0 qui est une courbe elliptique Cλ dont la structure complexe est donne´e par celle de la
couronne {z ∈ C : |λ| < |z| < 1}. Tout isomorphisme de feuilletages f : (M,Fλ) −→ (M,Fλ′)
induit un biholomorphisme de Cλ sur Cλ′ . Donc si λ 6= λ′, Fλ n’est pas isomorphe a` Fλ′ .
• Cherchons le groupe G(Fλ) des automorphismes de Fλ sur M = M˜/φ (dans le cas ou` la
varie´te´ M˜ est C × R). Un e´le´ment f de G(Fλ) est donne´ par un automorphisme f˜ : M˜ −→ M˜
de F commutant a` l’action de φ ; il s’e´crit f˜(z, t) = (f1(z, t), f2(t)) ou` f1 est holomorphe en z et
commute a` la multiplication z 7−→ λz et f2 est un diffe´omorphisme de R ; f1 est ne´cessairement
de la forme f1(z, t) = a(t)z ou` a(t) ∈ GL(1,C) = C∗ de´pendant diffe´rentiablement de t. D’autre
part, comme C∗ n’est pas e´quivalent a` C, f2 doit fixer 0 et commuter a` l’homothe´tie φ2 : t 7−→ λt
i.e. f2(λt) = λf2(t) ; il est alors du type f2(t) = bt ou` b ∈ R∗. Le groupe G(Fλ) est donc celui des
transformations de la forme (z, t) 7−→ (a(t)z, bt) ou` a ∈ C∞(R,C∗) et b ∈ R∗.
La varie´te´ ici est M = S1 × Sn+1 qui est le quotient de M˜ = C× Rn \ {(0, 0)} par l’action de
Z engendre´e par l’automorphisme (z, t) ∈ M˜ γ−→ (λz, λt) ∈ M˜. Elle sera munie du feuilletage Fλ
de´fini qu’on notera simplement F .
4.2. The´ore`me principal. Les espaces vectoriels H00F (M) = HF (M) et H01F (M) sont isomorphes
a` la droite complexe C.
• Re´glons d’abord le cas de HF (M). Un e´le´ment de l’espace HF (M) est une fonction F -
holomorphe f surM , donc une fonction sur M˜ telle que f(λz, λt) = f(z, t) et qui est F -holomorphe.
Mais, d’apre`s la Proposition 3.3, f s’e´tend en une fonction F -holomorphe sur C × Rn. D’autre
part :
f(z, t) =
∞∑
ℓ=0
fℓ(t)z
ℓ
ou` les fℓ sont des fonctions continues de t ∈ Rn (donne´es par les formules inte´gales de gauche dans
(7)). Comme f ve´rifie f(λz, λt) = f(z, t), les fℓ doivent satisfaire la relation λ
−ℓfℓ(t) = fℓ(λt).
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Mais, pour ℓ 6= 0, cette relation force |fℓ| a` tendre vers +∞ quand |t| → 0 et ne saurait donc eˆtre
continue pour ℓ 6= 0. Donc f est re´duite a` la fonction f0 ; celle-ci ve´rifiant f0(λt) = f0(t) doit eˆtre
en fait la constante f0(0).
Pour H01F (M), la de´monstration se fera pour n = 1. (Elle est exactement la meˆme pour n ≥ 2.)
Nous allons commencer par de´crire les espaces ApqF (M) des formes feuillete´es de type (p, q).
• Une forme feuillete´e de type (0, 1) sur M˜ (resp. de type (1, 0)) s’e´crit α = f(z, t)dz (resp.
β = g(z, t)dz) ou` f et g sont des e´le´ments de A(M). L’action de γ sur α (resp. β) est donne´e par
γ∗(α) = λf(λz, λt)dz (resp. γ∗(β) = λg(λz, λt)dz). Les deux formes α et β sont donc invariantes
par γ si les fonctions f et g ve´rifient les relation fonctionnelles :
(8) λf(λz, λt) = f(z, t) et λg(λz, λt) = g(z, t).
• Une forme feuillete´e de type (1, 1) sur M˜ s’e´crit η = h(z, t)dz∧dz. La condition d’invariance
par γ impose a` la fonction h de ve´rifier cette fois-ci λ2h(λz, λt) = h(z, t).
• Donnons explicitement quelques exemples de ces formes feuillete´es, par exemple de type
(0, 1), situation qui va le plus nous inte´resser par la suite. On doit donc trouver une fonction
f ∈ A(M) telle que λf(λz, λt) = f(z, t). Il est e´vident que :
a(z, t) =
1√
zz + t2
en est une. Si f est une autre fonction (tout a` fait quelconque) et ve´rifiant (8), la fonction u = f
f0
(bien de´finie car f0 ne s’annule nulle part) ve´rifie u(λz, λt) = u(z, t), donc une fonction sur la
varie´te´ compacte M = M˜/〈γ〉 et par suite borne´e. Toute (0, 1)-forme feuillete´e sur M s’e´crit donc
α(z, t) = a(z, t)u(z, t)dz ou` u est une fonction sur M˜ invariante par l’action du diffe´omorphisme γ.
4.3. De´monstration du the´ore`me principal
Premie`re e´tape
Soient R et ε deux re´els strictement positifs tels que R+ε < λ−1R ; on note L le disque ferme´ de C
de rayon R et Ω un ε-voisinage ouvert de L. Pour tout j ∈ N, on pose Kj = λ−jL0 et Ωj = λ−jΩ0
ou` L0 = L× R et Ω0 = Ω× R.
Soit ρ0 : z ∈ C 7−→ ρ0(z) ∈ R+ une fonction C∞ a` support compact, ne de´pendant que de |z|
et identiquement e´gale a` 1 sur Ω. Pour tout j ∈ N, la fonction ρj(ξ) = ρ0(λjξ) est C∞, a` support
compact et vaut 1 identiquement sur l’ouvert λ−jΩ. Soit φj : C×R −→ R+ la fonction de´finie par
φj(ξ, t) = ρj(ξ) et :
ψj(ξ, t) =
{
φj(ξ, t) si j = 0
φj(ξ, t)− φj−1(ξ, t) si j ≥ 1.
Comme φj(ξ, t) et ψj(ξ, t) ne de´pendent pas de t, on les notera simplement φj(ξ) et ψj(ξ). Les
relations suivantes sont bien suˆr imme´diates mais comme elles nous seront tre`s utiles, nous les
rappelons et les mettrons bien en vue :
(9)
{
φj(ξ) = φ0(λ
jξ) (par de´finition de φj)
ψj(λξ) = ψj+1(ξ).
Pour tout j ∈ N et tout t ∈ R, la section Ktj de Kj est un F -compact (son intersection avec
toute feuille est un compact) contenu dans l’inte´rieur de Kj+1. On a :
∞⋃
j=0
Kj = C× R et
∞∑
j=0
ψj = 1.
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Deuxie`me e´tape
On se donne une (0, 1)-forme feuillete´e α = f(z, t)dz ou` f ve´rifie la relation fonctionnelle (8).
Pour une raison e´vidente de degre´, cette forme est ∂F -ferme´e. D’autre part, comme α s’e´crit
α = a(z, t)u(z, t)dz avec u invariante par γ, la fonction f a la croissance de la fonction a qui est
localement inte´grable. Pour tout (z, t) ∈ C× R \ {(0, 0)} = M˜ , la quantite´ qui suit existe :
h0(z, t) =
1
2iπ
∫
C
ψ0(ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
La fonction h0 est donc bien de´finie, continue en (z, t) et C
∞ en z (cf. [Ho¨] Theorem 1.2.2 page
3). En utilisant la formule inte´grale de Cauchy, on montre facilement que h0 ve´rifie l’e´quation
∂Fh0 = ψ0f sur M˜ .
Soit j ∈ N∗. Le support de ψj ne contient pas l’origine (0, 0). Comme pre´ce´demment, on pose
pour tout (z, t) ∈ M˜ :
hj(z, t) =
1
2iπ
∫
C
ψj(ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
Comme pour h0, la fonction hj est bien de´finie, continue en (z, t) et C
∞ en z. Elle ve´rifie l’e´quation
∂Fhj = ψjf .
Troisie`me e´tape
Il nous reste a` recoller toutes les solutions partielles que nous avons obtenues. Comme ψj = 0
sur Ωj−1, hj y est F -holomorphe (cf. [Ho¨]). Les sections Ωtj−1 e´tant des disques ouverts, on peut
de´velopper hj en se´rie entie`re :
(10) hj(z, t) =
∞∑
n=0
an(t)z
n
qui converge pour la me´trique δ sur l’ouvert Ωj−1. En tronquant de fac¸on ade´quate la se´rie (10),
on obtient une fonction vj , F -holomorphe sur C× R (c’est un polynoˆme en z) et telle que :
(11) δ(hj, vj) <
1
2j
.
Soit h˜ : M˜ −→ C la fonction de´finie par :
h˜(z, t) = h0(z, t) +
∞∑
j=1
(hj(z, t) − vj(z, t)) .
En vertu de l’ine´galite´ (11), la se´rie converge uniforme´ment au sens de la me´trique δ ; la fonction h˜
est donc continue en (z, t) et de classe C∞ en z. En plus, comme l’ope´rateur ∂F est continu pour
la topologie C0,∞, on a :
∂F h˜ = ∂F
h0(z, t) + ∞∑
j=1
(hj(z, t)− vj(z, t))

= ∂Fh0(z, t) +
∞∑
j=1
(
∂Fhj(z, t)− ∂Fvj(z, t)
)
=
∞∑
j=0
∂Fhj(z, t)
=
∞∑
j=0
ψj(z, t)f(z, t)
= f
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qui montre bien que h est une solution de l’e´quation ∂F h˜ = f . Mais, a priori, elle ne de´finit
pas une solution au proble`me sur la varie´te´ quotient M = M˜/〈γ〉 : elle ne ve´rifie pas force´ment
la condition d’invariance h˜(λz, λt) = h˜(z, t). Pour en obtenir une, on corrige h˜ en lui rajoutant
une fonction F -holomorphe K(z, t) de telle sorte que h(z, t) = h˜(z, t) +K(z, t), qui ve´rifie encore
l’e´quation ∂Fh = f , soit γ-invariante i.e. h(λz, λt) = h(z, t), ce qui impose a` K de ve´rifier
l’e´quation cohomologique :
(12) K(z, t)−K(λz, λt) = H(z, t)
ou` H(z, t) = h˜(λz, λt) − h˜(z, t). Nous avons donc a` re´soudre l’e´quation (12) ou` l’inconnue est la
fonction F -holomorphe K. Remarquons que H est continue et F -holomorphe sur M˜ ; en effet :
∂FH(z, t) = ∂F
(
h˜(λz, λt) − h˜(z, t)
)
= λ(∂F h˜)(λz, λt)− ∂F h˜(z, t)
= λf(λz, λt)− f(z, t)
= f(z, t)− f(z, t)
= 0.
E´tant F -holomorphe sur l’ouvert M˜ , H l’est sur l’espace C×R tout entier en vertu de la Proposition
3.3.
Quatrie`me e´tape
Formellement la fonction K(z, t) =
∞∑
n=0
H(λnz, λnt) est solution de l’e´quation (12). Il ne reste
donc plus qu’a` montrer que cette se´rie converge pour la topologie C0,∞ pour qu’elle de´finisse
effectivement une fonction continue et F -holomorphe.
Une condition ne´cessaire de l’existence de K est H(0, 0) = 0. Avant d’examiner comment elle
est ve´rifie´e, explicitons la quantite´ :
H(z, t) = h˜(λz, λt) − h˜(z, t)
= h0(λz, λt) − h0(z, t) +
∞∑
j=1
{hj(λz, λt) − hj(z, t)} −
∞∑
j=1
{vj(λz, λt) − vj(z, t)} .
• Commenc¸ons par h0(λz, λt) − h0(z, t). On a :
(13)
h0(λz, λt)− h0(z, t) = 1
2iπ
∫
C
ψ0(ξ)f(ξ, λt)
ξ − λz dξ ∧ dξ −
1
2iπ
∫
C
ψ0(ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ
=
1
2iπ
∫
C
ψ0(λξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ −
1
2iπ
∫
C
ψ0(ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ
=
1
2iπ
∫
C
ψ1(ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
Le passage de la premie`re ligne a` la deuxie`me se fait par chagement de variable ξ 7−→ λξ et utilise
la relation λf(λξ, λt) = f(ξ, t) et le passage de la deuxie`me ligne a` la troisie`me les relations (9).
• Un calcul similaire donne :
hj(λz, λt) − hj(z, t) = 1
2iπ
∫
C
(ψj(λξ)− ψj(ξ))f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
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En utilisant la deuxie`me relation de (9), on obtient :
(14) hj(λz, λt) − hj(z, t) = 1
2iπ
∫
C
(ψj+1(ξ)− ψj(ξ))f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
• Les relations (13) et (14) donnent finalement :
N∑
j=0
{hj(λz, λt) − hj(z, t)} = 1
2iπ
∫
C
ψN (ξ)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
Comme l’e´valuation de la quantite´
∞∑
j=1
{vj(λz, λt) − vj(z, t)} en (0, 0) est nulle (pour tout j ≥ 1,
la fonction vj est de´finie en (0, 0)), on obtient :
H(0, 0) = lim
N→+∞
(
1
2iπ
∫
C
ψN (ξ)f(ξ, 0)
ξ
dξ ∧ dξ
)
.
• Pour finir cette e´tape, montrons que la suite de nombres complexes (IN )N≥1 ou` IN est donne´
par :
IN =
1
2iπ
∫
C
ψN (ξ)f(ξ, 0)
ξ
dξ ∧ dξ
est constante. Ceci re´sulte du calcul imme´diat qui suit, qui utilise la deuxie`me des relations (9) et
l’invariance λf(λξ, 0) = f(ξ, 0) de f (pour ξ 6= 0 bien suˆr). En effet :
IN+1 =
1
2iπ
∫
C
ψN+1(ξ)f(ξ, 0)
ξ
dξ ∧ dξ
=
1
2iπ
∫
C
ψN (λξ)f(ξ, 0)
ξ
dξ ∧ dξ
=
1
2iπ
∫
C
ψN (ζ)f(
ζ
λ
, 0)
ζ
λ
dζ ∧ dζ
λ2
=
1
2iπ
∫
C
ψN (ζ)f(ζ, 0)
ξ
dζ ∧ dζ
= IN .
Par suite, la condition H(0, 0) = 0 est e´quivalente a` :
(15)
1
2iπ
∫
C
ψ1(ξ)f(ξ, 0)
ξ
dξ ∧ dξ = 0.
Cinquie`me e´tape
Nous avons vu que la condition H(0, 0) = 0 est ne´cessaire a` l’existence de la fonction K. Montrons
maintenant qu’elle est aussi suffisante. Ce sera le cas si on montre la convergence de la se´rie qui
suit pour la topologie C0,∞ :
(16)
∞∑
n=0
H (λnz, λnt) =
∞∑
n=0
(
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt)
)
+
∞∑
n=0
∞∑
j=1
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
−
∞∑
n=0
∞∑
j=1
{
vj(λ
n+1z, λn+1t)− vj(λnz, λnt)
}
.
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Un calcul simple, utilisant le fait que f ve´rifie la relation fonctionnelle λf(λξ, λt) = f(ξ, t), montre
que :
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt) = 1
2iπ
∫
C
{
ψ0(λ
n+1ξ)− ψ0(λnξ)
}
f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ
et :
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt) = 1
2iπ
∫
C
{
ψj(λ
n+1ξ)− ψj(λnξ)
}
f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
Pour montrer la convergence de la se´rie K(z, t) =
∞∑
n=0
H(λnz, λnt), on va expliciter et simplifier
l’expression des trois se´ries qui composent le membre de droite de la relation (16). Formellement
on a :
∞∑
n=0
(
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt)
)
=
∫
C
∑∞
n=0
{
ψ0(λ
n+1ξ)− ψ0(λnξ)
}
f(ξ, t)
2iπ(ξ − z) dξ ∧ dξ.
Soit N un entier naturel positif. Comme :
(17)
N∑
n=0
{
ψ0(λ
n+1ξ)− ψ0(λnξ)
}
= ψ0(λ
N+1ξ)− ψ0(ξ)
on a :
N∑
n=0
{
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt)
}
=
1
2iπ
∫
C
(
ψ0(λ
N+1ξ)− ψ0(ξ)
)
f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
De la meˆme manie`re, nous allons nous occuper de la se´rie double :
∞∑
j=1
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
.
D’abord on a :
ψj(λ
n+1ξ) = φj(λ
n+1ξ)− φj−1(λn+1ξ)
= φ0(λ
n+j+1ξ)− φ0(λn+jξ).
En sommant sur n ∈ N de 0 a` N , on obtient :
N∑
n=0
ψj(λ
n+1ξ) = φ0(λ
j+Nξ)− φ0(λjξ).
De fac¸on similaire, on e´tablit l’e´galite´ :
N∑
n=0
ψj(λ
nξ) = φ0(λ
j+Nξ)− φ0(λj−1ξ).
Et par suite :
N∑
n=0
{
ψj(λ
n+1ξ)− ψj(λnξ)
}
= −φ0(λjξ) + φ0(λj−1ξ)
= −φj(ξ) + φj−1(ξ)
= −ψj(ξ).
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Finalement :
N∑
n=0
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
=
1
2iπ
∫
C
(−ψj(ξ))f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
Apre`s sommation sur j ∈ N∗, on obtient :
∞∑
j=1
N∑
n=0
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
=
1
2iπ
∫
C
(ψ0(ξ)− 1)f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
D’ou` :
N∑
n=0
{
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt)
}
+
∞∑
j=1
N∑
n=0
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
=
1
2iπ
∫
C
(
(ψ0(ξ)− 1) + (ψ0(λN+1ξ)− ψ0(ξ))
)
f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ.
On fait tendre N vers +∞ ; le terme ψ0(λN+1ξ) tend vers ψ0(0) = 1 (puisque 0 < λ < 1). Par
suite :
∞∑
n=0
{
h0(λ
n+1z, λn+1t)− h0(λnz, λnt)
}
+
∞∑
j=1
∞∑
n=0
{
hj(λ
n+1z, λn+1t)− hj(λnz, λnt)
}
=
1
2iπ
∫
C
{(ψ0(ξ)− 1) + (1− ψ0(ξ))} f(ξ, t)
ξ − z dξ ∧ dξ = 0.
En re´alite´, la fonction F -holomorphe K qu’on cherche est re´duite a` la se´rie double :
K(z, t) = −
∞∑
n=0
∞∑
j=1
{
vj(λ
n+1z, λn+1t)− vj(λnz, λnt)
}
.
Sa convergence uniforme sur tout compact de M˜ re´sulte de sa convergence en (0, 0) (puisque tous
ses termes sont nuls) et du fait que la se´rie des de´rive´es par rapport a` la variable z est e´quivalente
a` des se´ries ge´ome´triques de raison λ (qui est dans ]0, 1[). (Rappelons que sur l’espace vectoriel
HF (M˜) = HF (C× R) la convergence uniforme sur tout compact est e´quivalente a` la convergence
pour la C0,∞-topologie.)
Sixie`me e´tape
Revenons a` la condition H(0, 0) = 0 ne´cessaire a` l’existence de la fonction F -holomorphe K qu’on
cherche. Soit I : A01F (M) −→ C la forme line´aire continue de´finie par :
I(fdz) = 1
2iπ
∫
C
ψ1(z)f(z, 0)
z
dz ∧ dz.
Alors il n’est pas difficile de voir, a` partir de tous les calculs que nous avons mene´s pre´ce´demment,
que H(0, 0) = 0 si, et seulement si, la (0, 1)-forme feuillete´e f(z, t)dz est dans le noyau de I. La
dimension de l’espace vectoriel H01F (M) est donc au plus 1. Pour montrer qu’elle est en fait e´gale
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a` 1, il suffit de ve´rifier que la forme line´aire I est non nulle. Nous allons voir que son e´valuation
sur la (0, 1)-forme :
ω0 =
zdz
zz + t2
est diffe´rente de 0. A` cet effet, rappelons d’abord que ψ1 ne de´pend que du module de z et que
son support est contenu dans une couronne :
∆ = {z ∈ C : R1 ≤ |z| ≤ R2}
(avec, bien suˆr, 0 < R1 < R2). D’autre part, comme ψ1 est a` valeurs dans R+ et non identiquement
nulle, son inte´grale sur l’intervalle [R1, R2] (en tant que fonction uniquement de r = |z|) est un
re´el strictement positif. Posons z = reiθ. On a :
dz ∧ dz = d(reiθ) ∧ d(re−iθ) = (eiθ(dr + irdθ))∧ (e−iθ(dr − irdθ)) = −2irdr ∧ dθ.
D’ou` :
I(ω0) = 1
2iπ
∫
C
ψ1(z)z
z · |z|2 dz ∧ dz
=
1
2iπ
∫
∆
ψ1(r)(−2i)
r
dr ∧ dθ
= − 1
π
(∫ R2
R1
ψ1(r)
r
dr
)
·
∫ 2π
0
dθ
= −2
∫ R2
R1
ψ1(r)
r
dr
< 0.
Par suite, la forme line´aire continue I n’est pas nulle. On a finalement :
H01F (S
n+1 × S1) = Cω0.
Ceci termine la de´monstration du the´ore`me. 
4.4. Remarque
Elle pourrait eˆtre significative, et c’est la raison pour laquelle nous avons juge´ de la faire.
La cohomologie de Dolbeault feuillete´e H0∗F (S
n+1 × S1) du feuilletage F est la “meˆme” que celle
de la feuille compacte (courbe elliptique Cλ) induite par la feuille correspondant a` t = 0 dans le
reveˆtement M˜ = C × R \ {(0, 0)}. Ceci est suˆrement duˆ au fait que cette feuille compacte a une
holonomie contractante.
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